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Avant-propos

Ce manga s’adresse à tous ceux qui veulent avoir les idées claires
sur l’algèbre linéaire, très rapidement, tout en passant un bon mo-
ment.

Il intéressera tout particulièrement :

– les étudiants, que ce soit pour aborder l’algèbre linéaire, com-
prendre un cours ou voir à quoi ça sert ;

– les lycéens qui envisagent des études scientifiques ou commer-
ciales ;

– tous ceux qui ont le sens de l’humour et qui s’intéressent aux
mathématiques !

Le livre couvre les thèmes suivants :
Qu’est-ce que l’algèbre linéaire ? chapitre 1
Les fondamentaux chapitre 2
Matrices chapitres 3 et 4
Vecteurs chapitres 5 et 6
Applications linéaires chapitre 7
Valeurs propres et vecteurs propres chapitre 8

La plupart des chapitres comportent une longue partie manga
complétée par quelques pages de texte. Vous aurez un bon aperçu
de chaque sujet même si vous sautez les pages de texte, mais je vous
recommande de lire l’ensemble. L’idéal est de lire le livre une fois puis
de revenir sur chaque chapitre à mesure de vos besoins.

Ce livre est conçu comme un complément à d’autres ouvrages plus
exhaustifs, il ne s’y substitue pas.

Je remercie mon éditeur, Ohmsha, de m’avoir donné l’occasion
d’écrire ce livre, ainsi qu’Iroha Inoue, l’illustrateur du manga. Je suis
reconnaissant à re_akino, qui a créé le scénario, et à toute l’équipe de
Trend-Pro, qui a rendu possible la conversion de mon manuscrit en
manga. J’ai reçu de bons conseils de Kazuyuki Hiraoka et de Shizuka
Hori. Je vous remercie tous.

Shin Takahashi
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Prologue

Que l'entraînement comMence !



Université 
Hanamichi

Pas de raison 
d’avoir peur...

OK !

C’est le moment
ou jamais !
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  3

Excu—

Hmm. 

Qu’avons-nous 
là ?

Qu—

Ba-dam

Ba-dam

Bam

Boum

Prologue 9



4 Prologue

Je... Je suis 
un première 

année... 
Je m’appelle 
Reiji Yurino.

Seriez-vous 
par hasard 

Tetsuo Ichinose, 
le capitaine du 

club de karaté ?

c'est moi.

Je veux rejoindre 
le club de karaté !

Je n’ai pas 
d’expérience, 

mais je pense qu—

Tu plaisantes ?

Mes élèves ne 
feraient qu’une 
bouchée de toi.

Waouh... 
Le marteau 

de Hanamichi 
en personne !

Maintenant,
Je ne peux

plus reculer !

Hu-
Hum... ?

Sal
ue

Hiss
e

10 Que l'entraînement commence !



  5

S’il vous plait ! 
J—

Je veux devenir 
plus fort !

...

Hmm ?

Euh...

J’ai pas
déjà vu
ta tête

quelque 
part ?

Aha !

Tremble

Tremble

Prologue 11



6 Prologue

Tu serais pas le type
sur le livre de maths

de ma sœur ?

Oh, vous avez vu 
mon livre ?

Donc c’est 
bien toi !

Ou-oui.

Je ne suis 
peut-être pas 

le plus 
costaud...

Je vois...

Qu— ?

Je pourrais 
éventuellement 

t’accepter 
dans le club...

mais j’ai 
toujours été 
doué avec les 

nombres.

Par des étudiants— 
Pour les étudiants

Mathématiques pour tous

hmm

Auteur : Reiji Yurino

12 Que l'entraînement commence !



  7

Vraiment ?!

...mais À une condition !

Tu dois donner 
des cours 

de maths à ma 
petite sœur.

Heu

Elle n’a 
jamais 

été très 
à l’aise 

avec les 
nombres, 
tu vois...

Donc si j’aide 
votre sœur, 

vous me 
laisserez 
rejoindre 
le club ?

hier par exemple 
elle se plaignait 

d’avoir des 
problèmes 

avec l’algèbre 
linéaire...

Prologue 13



8 Prologue

ça te 
conviendrait ?

Si tu la touches...

Même une 
seule fois...

Bien sûr !

Je dois te 
prévenir...

Je... n’y 
songerais 
même pas !

On ne te fera 
pas de cadeau.

J’ai réussi !!
Compris.

On commence 
tout de suite.

alors... 
Suis-moi.

Crac

Clac

14 Que l'entraînement commence !



Vecteurs

Matrices

1

Qu'est-ce que

l'algèbre linéaire ?



OK ! 
C’est tout pour 

aujourd’hui !

Saluez !

Yurinooo !
Encore en 
vie, hein ?

Tu pourras commencer
à aider ma sœur quand

tu auras nettoyé la salle 
et tout rangé, OK ?

O-ossu...

Ossu !
Merci !

Ossu ! 
*

* Ossu est une interjection qu’on utilise souvent dans 
les arts martiaux japonais pour saluer le professeur.

Elle aussi est en 
première année 
mais vous avez 
l’air nombreux, 

tu ne dois pas la 
connaître.

Je lui ai dit de 
t’attendre à...

Han

Tire

Tremble

Han

chancelle



Ravie de te 
rencontrer.

Je m’appelle
Misa Ichinose.

mmh...

Ouille.

Hmm...

Pardon, es-tu 
Reiji Yurino ?

Qu—

Je me 
demande 
comment 
elle est...

tiens, cElle-ci
ressemble un peu     

au sensei...

Boum

17



Désolée que 
mon frère t’ait 
demandé un si 
gros service 
à l’improviste.

Pas de 
problème ! 
Ravi d’être 

utile !

Euh, je n’irais 
pas jusqu’à dire 

célèbre...

J’attendais cette 
occasion avec 

impatience !

Comment
peut-elle être 

sa sœur ?!

Je...

Je ne savais pas que 
j’étudiais au même endroit 

que le célèbre 
Reiji Yurino !

Euh... 
ça t’embêterait 
de signer mon 
exemplaire ?

Comme... un 
autographe ?

Si ça ne te gêne 
pas, bien sûr...

Avec plaisir.

Oups

Touche

18 Qu'est-ce que l'algèbre linéaire ?



...

Grand 
frère !

Dé—

Déso—

Désolé Misa, 
je vais rentrer 
un peu plus tôt 

aujourd’hui.

—lé

Oui !

Yurinooo

Tu te rappelles  ?

Chapitre 1 19



Bien, 
quand veux-tu 
commencer ?

Ton frère m’a dit que 
tu avais du mal avec 
l’algèbre linéaire ?

et que certains 
concepts sont 

difficiles à 
comprendre...

Pourquoi pas 
tout de suite ?

Oui.

Mais !
C’est vrai que 

l’algèbre 
linéaire est 

plutôt 
abstraite,

Je ne 
comprends 

pas le 
principe...

Et les calculs 
me passent 
au-dessus 
de la tête.

Un aperçu de 
l’algèbre linéaire

Sous-
espace

Indépendance 

linéaire

Bases

Voyons 
voir...



Les calculs 
ne sont pas 

aussi difficiles 
qu’ils en ont 

l’air. En 
vrai ?

Ouf !!
je me sens 
soulagée...

Mais dis-moi... 
C’est quoi 
exactement 
l’algèbre 
linéaire ?

Tant mieux !

Je ne dirai pas que 
c’est du niveau collège, 

mais c’est pas loin.

Hmm...

Euh..

C’est dur de bien 
répondre à 

cette question.
Ah bon ?

Pourquoi ?

Eh bien... 
parce que c’est 

abstrait, justement.
 

Mais je vais essayer.

Et une fois 
qu’on a compris 

les fondamentaux, 
les calculs sont 

très simples.

Chapitre 1 21



En gros, on veut associer à un 
objet d’un espace de dimension n 

la forme qui lui correspond 
dans un espace de dimension m.

Oh !

On aura 
besoin de 
matrices...

de 
vecteurs...

et on cherchera à 
comprendre les 
notions clefs 
suivantes :

• Applications linéaires

• Valeurs propres et 
vecteurs propres

Je vois...

De trois à deux 
dimensions

De deux à trois 
dimensions

En restant en 
dimension deux

Matrices
Vecteurs

Matrices

Vecteurs

Valeurs propres et 
vecteurs propres

Applications

linéaires

22 Qu'est-ce que l'algèbre linéaire ?



Mais...

?

Concrètement, 
ça sert à quoi ? 

À l’extérieur de l’université, 
je veux dire.

...

Il fallait que 
tu me poses 
la question 

qui tue, hein ?

l’algébre linéaire sert 
indirectement dans beaucoup 

de domaines, comme la 
construction parasismique, 

la recherche médicale, 
la protection de la vie marine 

et l’infographie...

Oh ?

En plus, 
les mathématiciens et 
les physiciens sont 
les seuls à savoir 
tirer le maximum de 

cette théorie.
Oooh !

mais elle n’a pas 
d’intérêt pratique 
en soi, pour être 
vraiment honnête.

Eh ?

Chapitre 1 23



Donc même si je 
travaille dur, 

l’algèbre linéaire 
ne me servira à 

rien ?

Ah si ! 
C’est pas ce que 
je voulais dire !

Par exemple, on attend d’un 
apprenti cuisinier qu’il sache 

découper un poisson 
en filets, c’est une 

compétence de base.

C’est pareil avec 
l’algèbre linéaire, 
tous les étudiants 

en maths et en sciences 
doivent savoir 

l’utiliser.

Ah d’accord...

ça fait partie des 
choses à connaître, 

qu’on le veuille 
ou non.

il ne faut pas
se braquer. 

si tu travailles 
sérieusement,
tout ira bien.

Je vais 
essayer !

Il y a aussi beaucoup 

d’ouvrages universitaires que 

tu ne comprendras pas si tu ne 

connais pas l’algèbre linéaire.

24 Qu'est-ce que l'algèbre linéaire ?



Pour nos 
leçons...

Je pense que le mieux 
serait d’appréhender 

l’algèbre linéaire 
dans son ensemble.

La plupart des cours
et des livres sur le 

sujet sont remplis de 
calculs interminables et 
de preuves laborieuses.

Je vais les 
éliminer autant 
que possible...

Ouf !

...pour qu’on 
se concentre 
sur les idées 

clefs.
génial !

Ce qui 
conduit 

à...

Matrices

Vecteurs

Valeurs propres et 

vecteurs propres

App licationslinéaires

Chapitre 1 25



Bon, 
je ne voudrais pas 

t’assommer de 
généralités. 

On en reste là 
pour aujourd’hui ?

La prochaine fois, 
on s’attaquera aux 

fondamentaux.

OK.

Oups, 
c’est 
moi !

C’est 
mon 

frère.

Oh ?

« Rentre à la

Hum... passe-lui 
mon bonjour !

Le sensei 
textote ?!

j’aurais pas 
imaginé...

Dring
Dring

Dring

Dring

maison     »

26 Qu'est-ce que l'algèbre linéaire ?



2

Les fondamentaux



97

98

99

Vous devez 
maîtriser 

les bases !

Ggnn

100...

F-Fini !
Tu rêves ! 

Après les pompes, 
je veux que tu 

travailles 
tes jambes ! 

Passe aux flexions ! 
Go go go !

Salut...
J’ai pensé 

qu’on pourrait 
commencer 

par...

Reiji ? tu 
n’as pas 
l’air dans ton 

assiette...

Ça va ?

Ç-Ça ira. 
Regarde un 

peu ce—

Baam

28 Les fondamentaux



Aaah—

Pardon ! 
J’ai un p’tit 

creux...

bien sûr, 
c’est normal 
après autant 

d’efforts.

Donne-moi 
quelques 
minutes...

Bien sûr, 
prends ton 

temps.

Très bien, 
allons-y.

Regarde 
un peu ça.

Garrrgl

Miam ! 

Scronch ! 

scronch !

Chapitre 2 29



J’ai dessiné
le plan du cours.

Waouh !

Aujourd’hui, on va réviser 
les maths élémentaires qui 

servent en algèbre linéaire.

On va commencer 
en douceur et aller 

petit à petit 
vers les notions 

plus abstraites, OK ?

T’inquiète pas, 
tout ira bien.

D’accord.

Algèbre 
linéaire

B
a
s
e
s

M
il

ie
u

B
u
t

Matrices

Fondamentaux

Vecteurs

Applications 
linéaires

Valeurs propres et 
vecteurs propres

Plan du cours

Matrices

Fondamentaux

Vecteurs
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Permutations, combinaisons

et ArRangements

Le dilemMe de Reiji

Lorsqu’il se rend au dojo pour son entraînement de karaté, Reiji a le temps d’écouter
3 morceaux de musique pour se mettre dans l’ambiance. Il passe en revue les chansons
qu’il possède sur son téléphone : 7 peuvent convenir.

Toujours curieux et l’esprit en éveil, Reiji se demande de combien de manières il peut
faire une playlist avec 3 morceaux pris parmi les 7, en n’oubliant pas qu’il faut choisir
l’ordre d’écoute. Pouvez-vous l’aider ?

Analyse du problème

Reiji a trouvé deux méthodes :

– méthode 1 : choisir une chanson, l’ajouter à la liste, recommencer deux fois ;

– méthode 2 : choisir 3 chansons parmi les 7, choisir l’ordre d’écoute des 3 morceaux,
puis créer la liste.

Il se demande si l’une de ces méthodes lui offre un plus grand nombre de possibilités
que l’autre. Pour le savoir, faisons les calculs.

Solution

Appelons A, B, C, D, E, F et G les 7 chansons possibles.

La méthode 1 donne 210 possibilités
En effet, il y a 7 choix possibles pour la première chanson, 6 pour la deuxième, 5 pour

la troisième, et 7×6×5= 7×30= 210.

Dans la méthode 2, il y a 35 façons de choisir 3 morceaux parmi 7

ABCDEFG
1 ×××
2 ×× ×
3 ×× ×
4 ×× ×
5 ×× ×
6 × ××
7 × × ×
8 × × ×
9 × × ×

10 × ××
11 × × ×
12 × × ×
13 × ××
14 × × ×
15 × ××

ABCDEFG
16 ×××
17 ×× ×
18 ×× ×
19 ×× ×
20 × ××
21 × × ×
22 × × ×
23 × ××
24 × × ×
25 × ××

ABCDEFG
26 ×××
27 ×× ×
28 ×× ×
29 × ××
30 × × ×
31 × ××
32 ×××
33 ×× ×
34 × ××
35 ×××
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Kiai !
Kiai !

Allez-y
à fond !

N’utilise pas que 
tes mains.

Mets tout 
ton poids !

Je pensais 
qu’il 

renoncerait 
tout de 
suite...

Il faut croire 
que j’avais 

tort...

Yurino !

Ossu !

hé hé
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Tu dois être 
vraiment fatigué 
après tous ces 

efforts !

Wouaaah... ! 
Mais... 

je ne peux 
pas manger 

quelque 
chose 

d’aussi beau !

Hé hé, ne dis pas 
de bêtises.

Je ne sais pas
quoi dire... merci !

Génial !

Trop
bon ! Merci.

Ce n’est 
rien.

Misa, 
vraiment... 

merci.

Ta -da  !

Joie

Miam
 

miam

miam miam

Chapitre 3 67



Qu’est-ce qu’une 
matrice ?

Aaah...
Je me sens 

beaucoup mieux 
maintenant. 

tu es prête à 
commencer ?

Oui, 
allons-y.

aujourd'hui, 
Nous 

parlerons 
des matrices.

Et j’aimerais 
vraiment passer 
du temps sur ce 
sujet car elles 

apparaissent 
très souvent en 
algèbre linéaire.

Le début ne 
devrait pas 
te poser de 
problème.

mais à la fin je 
parlerai un peu 
des matrices 

inverses, 
et ce n’est pas

si simple.

OK.

Une matrice est 
un ensemble de 

nombres disposés 
en m lignes 

et n colonnes, 
entouré de 

parenthèses, 
comme ceci.

Fondamentaux

Matrices Vecte

Plan du cours

B
a
s
e
s

M
il

B
u
t

Ligne 1

Ligne 2

Ligne m

col. 1 col. 2 col. n

ceux-là  
s'appellent 
des indices.

Applications 
linéaires

Valeurs propr
vecteurs propr
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on les 
ra�emble... et on 

balaye...

4
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Chapter 4 Chapitre 4

Matrices inverses

Les matrices 
inverses ont 

de nombreuses 
applications.

On comprendra leur 
importance grâce 

aux exemples. 

Mais commençons 
par la définition.

Deux matrices sont inverses l'une de l'autre si leur produit est la matrice identité.

Ainsi, la matrice                    et la matrice               sont inverses si1

3

2

4

1

3

2

4

x11

x21

1

0

0

1
=

x12

x22

x11

x21

x12

x22

 matrices inverses

1

3

2

4

x11

x21

1

0

0

1
=

x12

x22

ou si

Si l'une de ces égalités est vraie, l'autre l'est aussi.

Une matrice est inversible s'il existe une matrice dont elle est l'inverse.

Une matrice inversible n'a qu'un seul inverse.

Ooh.

88 Plus de matrices



Et voilà, 
c’est tout.

Euh ?

Tu n’avais pas parlé 
d’exemples ? 

On a déjà terminé ?

Ne t’inquiète pas, 
ce n’était que la 

définition !

Comme c’est une 
notion importante, 

j’ai pensé qu’on 
pourrait détailler 

longuement 
un exemple.

Je vais t’apprendre 
à déterminer si 

une matrice possède 
ou non un inverse.

 et comment 
le calculer.

On se lance ?

c’est
parti.
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Calculer une matrice inverse Il y a principalement
deux façons de calculer 
l’inverse d’une matrice :
Par les cofacteurs et
par le pivot de Gauss.

la méthode des 
cofacteurs nécessite 

des calculs qui peuvent 
vite devenir fastidieux...

Ignore-la tant que 
tu n’en as pas besoin 

pour un examen.

Ça me 
va.

En revanche, 
le pivot de 
Gauss est 
simple à 

comprendre 
et à 

appliquer.

c’est aussi 
simple que 
de passer 
le balai !*

De toute façon, 
je ne parlerai pas 
des cofacteurs 

aujourd’hui.

Compris.

le pivot de 
Gauss sert aussi 

à résoudre 
des systèmes 

linéaires.

Voyons cela.

Cool !

méthode des 

cofacteurs

pivot deGauss

Ch-Chh

* Le terme japonais pour pivot de Gauss est Hakidashihou, « méthode 
du balayage » : en effet, le principe est de faire apparaître des zéros 
comme si on avait balayé des coefficients.

Chh

méthode des 

cofacteurs
      

      
      

  

      
      

      
  



pivot matriciella méthode usue�e
la méthode usue�e

écrite avec des matrices

=
3

1

1

2

x1

x2

1

0

3x1 + 1x2 = 1

1x1 + 2x2 = 0

=
6

1

2

2

x1

x2

2

0

=
5

1

0

2

x1

x2

2

0

2

0
=

5

5

0

10

x1

x2

=
5

0

0

10

x1

x2

2

−2

Multiplier par 2 l'équation du haut.

3x1 + 1x2 = 1

1x1 + 2x2 = 0

Soustraire l'équation du bas à celle
du haut.

6x1 + 2x2 = 2

1x1 + 2x2 = 0

Multiplier par 5 l'équation du bas.

5x1 + 0x2 = 2

1x1 + 2x2 = 0

Soustraire l'équation du haut à celle
du bas.

5x1 +   0x2 = 2

5x1 + 10x2 = 0

Diviser l'équation du haut par 5 et
celle du bas par 10.

5x1 +   0x2 =   2

0x1 + 10x2 = −2

1x1 + 0x2 = 

0x1 + 1x2 = −

2
5
1
5

=
1

0

0

1

x1

x2

2
5
1
5

−

3

1

1

2

1

0

6

1

2

2

2

0

5

1

0

2

2

0

5

5

0

10

2

0

5

0

0

10

2

−2

1

0

0

1

2
5
1
5

−

Résoudre le système d'équations suivant:

garde 
un œil sur
la colo
e 
de gauche 
pour bien 

suivre.

OK.

Terminé !

 Problème??

Solution!!

Pivot de Gauss

Donc on fait les 
calculs usuels, 

mais on les écrit
sous forme 
matricielle ?

Eh bien... oui, et 
l’objectif 

est de 
transformer 
cette partie 

ici en une 
matrice 
identité. Hum...

Terminé !

grouper,
balayer.

grouper,
balayer.
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Calculer et utiliser

des déterminants

Calculer un déterminant grâce aux cofacteurs

Le déterminant d’une matrice peut s’obtenir en calculant des déterminants de ma-
trices plus petites. Le mineur Ai, j d’une matrice A à l’indice (i, j) est le déterminant de
la matrice qui se déduit de A en enlevant sa ligne i et sa colonne j. Par exemple :

si A=
 1 0 0

1 1 −1
−2 0 3

 alors A2,3 = det

 1 0 □
□ □ □
−2 0 □

=
∣∣∣∣ 1 0
−2 0

∣∣∣∣
Le cofacteur à l’indice (i, j) est Ci, j = (−1)i+ jAi, j . Le résultat important est que le déter-
minant de A est égal à la somme des ai, jCi, j le long de n’importe quelle ligne ou colonne
de A. Par exemple, développons detA le long de la première colonne :

detA = 1×
∣∣∣∣∣∣
□ □ □
□ 1 −1
□ 0 3

∣∣∣∣∣∣ − 1×
∣∣∣∣∣∣
□ 0 0
□ □ □
□ 0 3

∣∣∣∣∣∣ + (−2)×
∣∣∣∣∣∣
□ 0 0
□ 1 −1
□ □ □

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣1 −1
0 3

∣∣∣∣ −
∣∣∣∣0 0
0 3

∣∣∣∣ − 2
∣∣∣∣0 0
1 −1

∣∣∣∣
= [1×3−0× (−1)] − [0×3−0×0] − 2[0× (−1)−1×0]

detA = 3

Si on observe la matrice A, on constate que c’est plutôt le long de la première ligne
qu’il est judicieux de développer detA puisque les coefficients a1,2 et a1,3 sont nuls :

detA= 1×
∣∣∣∣1 −1
0 3

∣∣∣∣= 3

On peut calculer ce déterminant 2×2 par la formule usuelle des déterminants 2×2, mais
aussi en le développant par rapport à la première colonne, ce qui fournit le résultat sans
aucun calcul.

Remarquons que cette construction récursive des déterminants permet de retrouver
les formules pour les matrices 2×2 et 3×3 sans faire intervenir les permutations :∣∣∣∣a b

c d

∣∣∣∣= a×
∣∣∣∣□ □
□ d

∣∣∣∣ − c×
∣∣∣∣□ b
□ □

∣∣∣∣ = ad− cb∣∣∣∣∣∣
a b c
d e f
g h i

∣∣∣∣∣∣ = a×
∣∣∣∣∣∣
□ □ □
□ e f
□ h i

∣∣∣∣∣∣ − d×
∣∣∣∣∣∣
□ b c
□ □ □
□ h i

∣∣∣∣∣∣ + g×
∣∣∣∣∣∣
□ b c
□ e f
□ □ □

∣∣∣∣∣∣
= a(ei−hf )−d(bi−hc)+ g(bf − ec)
= aei+bf g+ cdh− gec−hf a− idb (règle de Sarrus)
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Encore 
une

minute !

Ossu !

Ossu !

Tu peux 
faire mieux 

que ça !

Vas-y 
à fond !

Super !

En...
Encore !

ça suffit
pour 

aujourd’hui.

Han

Paf

Bam

Bam

Han

Han

Han
Pfff
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Rien qu’une 
série de plus !

Je peux en 
faire plus !

Tu tiens 
à peine 
debout !

Ossu !

Hé hé, 
ça me va !

Je ne suis pas 
encore devenu 
assez fort !

Wah !!

boum
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4 Chapter 5  

Que sont les 
vecteurs ?

Sois très attentive 
car ils apparaissent 
souvent en algèbre 

linéaire.
d'accord !

Reiji, 
ça va ?

Tu préfères 
qu’on se 

voie demain ?

non Non,
ça va.

Laisse-moi 
juste cinq 

minutes pour 
digérer ce 
délicieux 

repas, 
et je serai 
d’attaque !

Désolé. 

Prête ?

Parlons des 
vecteurs !

Les vecteurs ne 
sont à vrai dire 

qu’une manière de 
voir les matrices.

Vraiment ?

Fondamentaux

Matrices Vecteurs

Applications 
linéaires

Valeurs propres et 
vecteurs propres

5 minutes 
plus tard

aujourd'hui,
On va parler 
des vecteurs.

B
a
s
e
s

Fondamentaux

Matrices Vecteurs

Applications 
linéaires

Valeurs propres et 
vecteurs propres.

B
a
s
e
s

Plan du cours

Blam

Ressuscité



Nous
sommes 

linéairement
...

indépendants !

Ils 
forment 
une base.

Oui, une 
base !

Absolument.

6

Plus de vecteurs



Chapter 6 Chapitre 6

Indépendance linéaire

Bien, 
passons à   

l’indépendance 
linéaire et 
aux bases.

Les deux notions se 
ressemblent...

Je vais 
essayer.

Et si on 
commençait 

par un petit quiz ?

OK.

Problème 1??
Trouver des constantes c1 et c2          
qui vérifient l'équation :

0

1
+ c2

1

0
= c1

0

0

Première 
question.

allons-y.

mais il ne 
faut pas les 
confondre, 
d’accord ?
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Exact !

c’est
bien ça.

Alors, 
deuxième 
question.

Dernière 
question.

...

Problème 2??
Trouver des constantes c1 et c2                                                              
qui vérifient l'équation :

1

2
+ c2

3

1
= c1

0

0

c2 = 0

c1 = 0

Problème 3??
Trouver des constantes c1, c2, c3 et c4 qui vérifient                  
l'équation :

0

1
+ c2

1

0
= c1

0

0

3

1
+ c3

1

2
+ c4

C’est facile.

c2 = 0

c1 = 0

ça ne serait pas 
encore

?



c2 = 0

c1 = 0

c4 = 0

c3 = 0

Pas tout 
à fait.

?

0

1
+ 2

1

0
= 1

0

0

3

1
+ 0

1

2
− 1

0

1
− 3

1

0
= 1

0

0

3

1
− 1

1

2
+ 2

2

x2

1 x1O

x2

1 x1O

−3

−4

− 2

Essaie de garder 
ça en tête pendant 

que l’on passe 
au problème 

principal.

Tu as 
raison...

Encore ?

c2 = 0

c1 = 0

c4 = 0

c3 = 0

n’est 
pas faux, 

mais...

c2 =   2

c1 =   1

c4 = −1

c3 =   0

c2 = −3

c1 =   1

c4 =   2

c3 = −1
et

sont d’autres 
réponses
possibles.



Indépendance linéaire 5

Une famille 
de vecteurs 
linéairement 

indépendants est 
dite libre...

Ah...

Une famille 
de vecteurs 
linéairement 

dépendants est 
dite liée...

quand il n'y a qu'une
seule solution

                                                        

à l'équation

c2 = 0

c1 = 0

cn = 0

...
............

= c1 + c2 + … + cn

a11

a21

am1

a12

a22

am2

a1n

a2n

amn

0
0

0

sont linéairement
   indépendants.

on dit que les vecteurs  

...

a11

a21

am1

...

a12

a22

am2

...

a1n

a2n

amn

  et,

sont linéairement
    dépendants.

on dit que les vecteurs           

...

a11

a21

am1

...

a12

a22

am2

...
a1n

a2n

amn

  et,

c2 = 0

c1 = 0

cn = 0

...

quand il y a d’autres 
solutions que

                                              

Quoi 
qu’on 
fasse

...

On ne 
revient 
jamais à 

l’origine..

Indépendance linéaire Dépendance linéaire

Si on
...

travaille tous 
ensemble, 
on peut

...

revenir à 
l’origine !

Super !
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Produits de vecteurs

Au lycée, on travaille souvent dans « le plan » vu comme un ensemble de points, muni

d’un repère composé d’une origine O et de deux vecteurs −→ı
(
1
0

)
et −→ȷ

(
0
1

)
. La famille (−→ı ,−→ȷ )

est orthogonale car −→ı ·−→ȷ = 0, et normée car ∥−→ı ∥ = ∥−→ȷ ∥ = 1 ; on dit qu’elle est orthonor-
mée. Tout point du plan est alors déterminé par son abscisse et son ordonnée :

-

6

O x

y

-

6

−→ı

−→
ȷ

7

4 M
(
7
4

)
=O+7−→ı +4−→ȷ

Cependant, on peut aussi munir le plan d’un repère « tordu », avec des vecteurs non
orthogonaux et de normes différentes, tant que ces vecteurs sont linéairement indépen-
dants. Considérons par exemple le repère (O ;−→u ,−→v ) où −→u et −→v ont pour coordonnées(
3
1

)
et

(
1
2

)
dans le repère (O ;−→ı ,−→ȷ ) :

-

6

O x

y

-

6

−→ı

−→
ȷ

2

M
(
2
1

)
=O+2−→u +−→v

1

�

1

�

3

2

−→u

−→v

Le point M a pour coordonnées
(
7
4

)
dans (O;−→ı ,−→ȷ ) et

(
2
1

)
dans (O;−→u ,−→v ), ce qui revient

bien au même puisque 2−→u +−→v = 2(3−→ı +−→
ȷ )+ (−→ı +2−→ȷ )= 7−→ı +4−→ȷ .
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ApPlications linéaires



Un tournoi 
amical contre 

l’université 
Nanhou ?

C’est ça ! 

dans deux semaines.

Un tournoi, 
hein ? 

J’imagine que 
ce sera sans 

moi.

Yurino !

Tu en
es.

Quoi ?!

Vraiment ? Euh, sensei ? 
Ce n’est pas 
un peu tôt 

pour...

T’es en train de 
me dire ce que 
je dois faire ?

Oh non ! non ! 
Bien sûr que 

non !

S 
l 
a 
m
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J’ai hâte de 
voir ce que 
tu as appris 

jusqu’ici.

Compris ?

Ossu !

D’accord !

Bien.
Rompez !

Un combat...

Qu’est-ce que 
je vais faire...

Arrête de 
raisonner 
comme ça ! 

Il me donne 
une chance.

Je dois 
faire de 

mon mieux.

Frisson
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Nous sommes 
enfin arrivés 

aux applications 
linéaires !

Commençons par 
la définition.

Très bien.

On a abordé 
le sujet au 
chapitre 2.

Ouais...

appliquons 
cette 

définition 
avec Rn.

Qu’est-ce qu’une 
application linéaire ? Plan du cours

Fondamentaux

Matrices Vecteurs

Applications 
linéaires

Valeurs propres et 
vecteurs propres

Une fonction f d'un ensemble X dans un ensemble Y est une
application linéaire de X dans Y si elle satisfait les deux conditions
suivantes pour tous xi et xj dans X et pour tout réel c : 

    f(xi) + f(xj) = f(xi + xj) 

 f(cxi) = cf(xi)

applications linéaires
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Relations et ensembles

remarquables

ApPlications linéaires et matrices

Applications linéaires et matrices sont des objets très différents : on a d’un côté des
fonctions vérifiant certaines règles, et de l’autre des tableaux de nombres. Pourtant,
le lien entre les deux est si fort que bien souvent, on emploie indifféremment l’un ou
l’autre. Commençons par voir comment et pourquoi associer une matrice à une applica-
tion linéaire.

D'une apPlication linéaire à sa matrice

O −→ı

−→
ȷ

-

6 �I
s(−→ı )s(−→ȷ )

45◦

p
2

Dans le plan R2, considérons la similitude s de
rapport

p
2 et d’angle 45◦ : c’est la composée de la

rotation (de centre O) d’angle 45◦ et de l’homothé-
tie de rapport

p
2. Géométriquement, on voit que{

s(−→ı ) = −→ı +−→
ȷ

s(−→ȷ ) = −−→ı +−→
ȷ

Traduisons-le avec des coordonnées :

s
((

1
0

))
=

(
1
1

)
et s

((
0
1

))
=

(−1
1

)
Prenons maintenant un vecteur −→x quelconque du plan. On sait qu’il existe un unique

couple (a,b) ∈R2 tel que −→x = a−→ı +b−→ȷ car (−→ı ,−→ȷ ) est une base de R2. Pour calculer l’image
de −→x par s, on utilise la linéarité de s :

s(−→x )= s(a−→ı +b−→ȷ )= as(−→ı )+bs(−→ȷ )

soit, avec des coordonnées, s
((

a
b

))
= a

(
1
1

)
+b

(−1
1

)

On constate que les vecteurs
(
1
1

)
et

(−1
1

)
caractérisent complètement s : pour calculer

l’image par s d’un vecteur quelconque, il suffit de multiplier ses coordonnées par ces
vecteurs et d’additionner. Au lieu d’associer s à la liste de ces deux vecteurs, on peut
réunir ces derniers dans une matrice M(s) dont ils sont les colonnes :

M(s)=
(
1 −1
1 1

)
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Et 
Jumonji de 
l’université 

Nanhou !

Yurino de 
l’université 
Hanamichi !

YOI* !

Il a l’air 
coriace.

Je vais 
devoir tout 

donner.

Shobu
hajime* !

R egard f ixe

* Préparez-vous ! * commencez !
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Huh...

Gnn...

Je dois 
l’emporter !

Je dois leur 
montrer de quoi 
je suis capable !

Yame* !

Y
A
H
A
A
A
A

BAM

Tch ac

Fr i sson

H umpf

Y
a
a
a
a
a

B am

* stop !
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Université 
Nanhou !

Merci... 
beaucoup...

Zut...

bon 
combat.
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Désolée
pour le 
combat...

Ouais...

Mon frère a dit 
que tu t’étais 
quand même
bien battu.

Vraiment ?

Ne t’en
fais pas.

Tu feras mieux 
la prochaine 

fois.

J’en
suis 

sûre !

pardon ! 
Tu as tout à fait 

raison !

Pleurnicher ne 
mène à rien.
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Bref... 
Aujourd’hui, 
c’est notre 

dernière leçon.

Et je pensais aborder 
les valeurs propres et 
les vecteurs propres.

OK, tout me va ! 
Je suis prête !

L’étude des 
valeurs propres et des 

vecteurs propres 
se révèle très utile 

en physique et 
en statistiques 
par exemple.

Cela simplifie aussi 
grandement ce type 

de problème.

élever une 
matrice n×n à 
la puissance p.

Le sujet est abstrait mais
je vais essayer de le rendre 
aussi concret que possible.

C’est 
gentil !

Fondamentaux

Matrices Vecteurs

Applications 
linéaires

Valeurs propres et 
vecteurs propres

B
a
s
e
s

M
il

ie
u
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main à la pâ
te

Matrices diagonalisables

Retour sur l'exemple

Dans les pages précédentes, nous avons vu que la matrice M =
(
8 −3
2 1

)
pouvait

s’écrire sous la forme P∆P−1 =
(
3 1
1 2

)(
7 0
0 2

)(
3 1
1 2

)−1

où ∆ est la matrice diagonale au

milieu et P est la matrice inversible dont les colonnes sont des vecteurs propres de M.
Cela semble compliqué, mais c’est très pratique pour les multiplications ; par exemple,

M3 = (P∆P−1)(P∆P−1)(P∆P−1)
= P∆ (P−1P)︸ ︷︷ ︸

I3

∆ (P−1P)︸ ︷︷ ︸
I3

∆P−1

= P∆3P−1

M3 =
(
3 1
1 2

)(
73 0
0 23

)(
3 1
1 2

)−1

En d’autres termes, les P−1P du milieu se simplifient et il ne reste qu’à élever la matrice
diagonale à la puissance 3, ce qui se calcule sans effort puisqu’il suffit d’élever chaque
terme de la diagonale à la puissance 3. Bien sûr il faudrait calculer P−1 si l’on voulait
réellement connaître l’expression de M3, mais en pratique, pour résoudre des problèmes,
ce dont on a besoin c’est l’écriture P∆3P−1.

Cette écriture a aussi l’avantage de donner des informations géométriques sur l’ap-
plication linéaire u de R2 dans R2 associée à la matrice M. Elle nous dit que pour les

vecteurs de la droite vectorielle dirigée par
(
3
1

)
, u est une homothétie de rapport 7, et

que pour les vecteurs de la droite vectorielle dirigée par
(
1
2

)
elle est une homothétie

de rapport 2. On devine dès lors que la base
((

3
1

)
,
(
1
2

))
est bien adaptée à l’application

linéaire u puisque dans cette base, sa matrice est diagonale (c’est ∆).
En fait, si on ne vous avait donné que l’interprétation géométrique de u et demandé

d’écrire sa matrice, vous auriez peut-être pensé à l’écrire directement dans sa base adap-
tée plutôt que dans la base canonique. Bien souvent, l’enjeu de l’étude d’une matrice est
de (re)trouver une base dans laquelle l’application linéaire associée s’écrit simplement,
c’est-à-dire une base qui respecte ses caractéristiques géométriques.

La matrice P, dans laquelle on écrit les coordonnées de la nouvelle base en fonction
des vecteurs de l’ancienne base, est une matrice de passage de la base (−→ı ,−→ȷ ) à la base
(3−→ı +−→

ȷ ,−→ı +2−→ȷ ) ; elle représente le changement de base.
Les matrices M et ∆, qui représentent la même application linéaire dans deux bases

différentes, sont dites semblables. Calculer ∆ en étudiant M, c’est diagonaliser M.
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