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Avant-propos

Ce manga s’adresse a tous ceux qui veulent avoir les idées claires
sur I'algébre linéaire, trés rapidement, tout en passant un bon mo-
ment.

Il intéressera tout particuliérement :
— les étudiants, que ce soit pour aborder I'algebre linéaire, com-
prendre un cours ou voir a quoi ¢a sert;

— les lycéens qui envisagent des études scientifiques ou commer-
ciales;

— tous ceux qui ont le sens de 'humour et qui s'intéressent aux
mathématiques!

Le livre couvre les thémes suivants:

Qu’est-ce que I'algebre linéaire ? chapitre 1
Les fondamentaux chapitre 2
Matrices chapitres 3 et 4
Vecteurs chapitres 5 et 6
Applications linéaires chapitre 7
Valeurs propres et vecteurs propres chapitre 8

La plupart des chapitres comportent une longue partie manga
complétée par quelques pages de texte. Vous aurez un bon apercu
de chaque sujet méme si vous sautez les pages de texte, mais je vous
recommande de lire 'ensemble. L'idéal est de lire le livre une fois puis
de revenir sur chaque chapitre a mesure de vos besoins.

Ce livre est congu comme un complément a d’autres ouvrages plus
exhaustifs, il ne s’y substitue pas.

Je remercie mon éditeur, Ohmsha, de m’avoir donné l'occasion
d’écrire ce livre, ainsi qu'Iroha Inoue, l'illustrateur du manga. Je suis
reconnaissant a re_akino, qui a créé le scénario, et a toute ’équipe de
Trend-Pro, qui a rendu possible la conversion de mon manuscrit en
manga. J’ai recu de bons conseils de Kazuyuki Hiraoka et de Shizuka
Hori. Je vous remercie tous.

Shin Takahashi
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PROLOGUE

QUE L'ENTRAINEMENT COMMENCE !
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C'EST LE MOMENT
OU JAMAIS !




HMM.

QU'AVONS-
LA?

N9




JE... JE SUIS
UN PREMIERE
ANNEE...
JE M'APPELLE
REIJI YURINO.

SERIEZ-VOUS
PAR HASARD
TETSUO ICHINOSE,
LE CAPITAINE DU
CLUB DE KARATE ?

WAOUH...
LE MARTEAU
DE HANAMICHI
EN PERSONNE !

Qi

Wiy

MAINTENANT,
JE NE PEUX
PLUS RECULER !

JE VEUX REJOINDRE
LE CLUB DE KARATE !

JE N'Al PAS
D'EXPERIENCE,

MAIS JE PENSE QU—

TU PLAISANTES 2

MES ELEVES NE
FERAIENT QU'UNE
BOUCHEE DE TOI.

10 Que I'entrainement commence !



JE VEUX DEVENIR
PLUS FORT !

JAl PAS
DEJAW
TA TETE

Prologue n



TU SERAIS PAS LE TYPE
SUR LE LIVRE DE MATHS
DE MA SCEUR 7

JE NE SUIS
PEUT-ETRE PAS
LE PLUS
COSTAUD...

MAIS JAl

TOUJOURS ETE

DOUE AVEC LES
NOMBRES.

| 7E POURRAIS
TACCEPTER

eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee

1| evenTueLLEMENT | [/

|| pansLecLue.. / |\ X




DES COURS
DE MATHS A MA
PETITE SCEUR.

ELLE N'A
JAMAIS

ETE TRES

A LAISE

AVEC LES
t NOMBRES,

TU VOIS...

DONC S| JAIDE
VOTRE SCEUR,
VOUs ME
LAISSEREZ
REJOINDRE

Prologue 13



JE DOIS TE
PREVENIR...

JE... NY
Sl TU LA TOUCHES... SONGERAIS
£ [
WEME UNE MEME PAS |
SEULE FOIS...

ONNE TE FERA |1 ON COMMENCE A0 a

ALORS... PAS DE CADEAL. || 507 DE SUITE.

SUIS-MO.

Wi

7

NN

JAl REUSS| I
COMPRIS.

14 Que I'entrainement commence !



QU'EST-CE QUE
L’ALGEBRE LINEAIRE ?

VECTEURS

MATRICES

e




ENCORE EN
VIE, HEIN? 4

TU POURRAS COMMENCER
A AIDER MA SCEUR QUAND
TU AURAS NETTOYE LA SALLE
ET TOUT RANGE, OK ?

* 0550 EST UNE INTERJECTION QU'ON UTILISE SOUVENT DANS
LES ARTS MARTIAUX JAPONAIS POUR SALUER LE PROFESSEUR.




PARDON, ES-TU
RENI YURINO 7

RAVIE DE TE
RENCONTRER.




DESOLEE QUE
MON FRERE TAIT
DEMANDE UN S
GROS SERVICE
A L'IMPROVISTE.

FAS DE
PROBLEME !
RAVI D'ETRE

COMMENT
PEUT-ELLE ETRE
SA SCEUR 7!

CELEBRE...

EUH, JE NIRAIS
PAS JUSQU'A DIRE

JE NE SAVAIS PAS QUE

JETUDIAIS AU MEME ENDROIT

QUE LE CELEBRE
RENI YURINO !

J'ATTENDAIS CETTE
OCCASION AVEC
IMPATIENCE !

EUH...
¢A TEMBETERAIT
DE SIGNER MON

EXEMPLAIRE ©

Sl A

COMME... UN
AUTOGRAPHE ?

PAS, BIEN SUR...

AVEC PLAISIR.

NE TE GENE

Qu'est-ce que l'algébre linéaire ?



DESOLE MISA,

JE VAIS RENTRER
UN PEU PLUS T&T
AUJOURD'HUI.

GRAND
FRERE !

TU TE RAPPELLES

prd

Chapitre 1

19



UN APERGU DE
L'’ALGEBRE LINEAIRE

BIEN,
QUAND VEUX-TU
COMMENCER 7

i POURQUOI PAS .-
TOUT DE SUITE ?

VOYONS
VOIR...

TON FRERE M'A DIT QUE
TU AVAIS DU MAL AVEC
L'ALGEBRE LINEAIRE ?

CEST VRAI QUE  \iin
L'ALGEBRE oo
LINEAIRE EST
PLUTOT
ABSTRAITE,

-/ ET QUE CERTAINS
| CONCEPTS SONT
) DIFFICILES A -
RN COMPRENDRE... [}

oul.

COMPRENDS
PAS LE
PRINCIPE...

ET LES CALCULS
ME PASSENT
AU-DESSUS
DE LA TETE.




LES CALCULS

NE SONT PAS

AUSS| DIFFICILES

QUILS EN ONT
LAIR.

ET UNE FOIS
QU'ON A COMPRIS
LES FONDAMENTAUX,
LES CALCULS SONT
TRES SIMPLES.

/

JE NE DIRAI PAS QUE
C'EST DU NIVEAU COLLEGE,
MAIS C'EST PAS LOIN.

OUF !l
JE ME SENS
SOULAGEE...

MAIS DIS-MO...
CEST QUOI
EXACTEMENT
L'ALGEBRE
LINEAIRE ?

C'EST DUR DE BIEN
REPONDRE A
CETTE QUESTION.

EH BIEN...
PARCE QUE C'EST

AH BON?
POURQUOI ?

ABSTRAIT, JUSTEMENT.
MAIS JE VAIS ESSAYER.

Chapitre 1

21



DE DEUX A TROIS
DIMENSIONS

DE TROIS A DEUX
DIMENSIONS

EN RESTANT EN
DIMENSION DEUX

1

At

EN GROS, ON VEUT ASSOCIER A UN

OBJET D'UN ESPACE DE DIMENSION n
LA FORME QUI LUI CORRESPOND

DANS UN ESPACE DE DIMENSION m. /

ON AURA
BESOIN DE

ALEURS PROPRES ET ||
ECTEURS PROPRES

ET ON CHERCHERA A
COMPRENDRE LES
NOTIONS CLEFS
SUIVANTES :

- APPLICATIONS LINEAIRES

© VALEURS PROPRES ET
VECTEURS PROPRES \

JE VOIS...

22 Qu'est-ce que l'algébre linéaire?



CONCRETEMENT, IL FALLAIT QUE
¢A SERT A QUOI? TU ME POSES

. B B Q N
A LEXTERIEUR DE LUNNERSITE, || o) le’éﬂé‘.i. 2

JE VEUX DIRE.

q

L'ALGEBRE LINEAIRE SERT Y
INDIRECTEMENT DANS BEAUCOUP

DE DOMAINES, COMME LA
CONSTRUCTION PARASISMIQUE,

LA RECHERCHE MEDICALE,
LA PROTECTION DE LA VIE MARINE
ET L'INFOGRAPHIE... i

MAIS ELLE N'A PAS
D'INTERET PRATIQUE
EN S0I, POUR ETRE
VRAIMENT HONNETE.

EN PLUS,

LES MATHEMATICIENS ET
LES PHYSICIENS SONT
LES SEULS A SAVOIR
TIRER LE MAXIMUM DE

CETTE THEORIE.

Chapitre 1 23



DONC MEME S| JE
TRAVAILLE DUR,
L'ALGEBRE LINEAIRE
NE ME SERVIRA A
RIEN?

AH 51!
C'EST PAS CE QUE
JE VOULAIS DIRE !

PAR EXEMPLE, ON ATTEND D'UN
APPRENTI CUISINIER QU'IL SACHE
DECOUPER UN POISSON

EN FILETS, C'EST UNE
COMPETENCE DE BASE.

(

CEST PAREIL AVEC
L'ALGEBRE LINEAIRE,
TOUS LES ETUDIANTS

EN MATHS ET EN SCIENCES

DOIVENT SAVOIR

LUTILISER.

AH D'ACCORD..

GA FAIT PARTIE DES
CHOSES A CONNAITRE,
QU'ON LE VEUILLE
OU NON.

IL NE FAUT PAS
SE BRAGUER.

S| TU TRAVAILLES
SERIEUSEMENT,
TOUT IRA BIEN.

IL Y A AUSS BEAUCOUP

D'OUVRAGES UNIVERSITAIRES QUE

TUNE COMPRENDRAS PAS 5l TUNE

CONNAIS PAS L'ALGEBRE LINEAIRE. /———'

JE VAIS
ESSAYER !

24 Qu'est-ce que l'algébre linéaire?




POUR NOS JE PENSE QUE LE MIEUX \ 77
SERAIT D’APPREHENDER
L'ALGEBRE LINEAIRE
DANS SON ENSEMBLE.

ey

/‘///%' 2
V' 7,

) //

o i)

LA PLUPART DES COURS
ET DES LIVRES SUR LE
SUJET SONT REMPLIS DE
CALCULS INTERMINABLES ET
DE PREUVES LABORIEUSES.

JE VAIS LES
ELIMINER AUTANT
QUE POSSIBLE...

..POUR QU'ON
SE CONCENTRE
SUR LES IDEES
CLEFS,

GENIAL !

N

Chapitre 1
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BON, A
JE NE VOUDRAIS PAS |
TASSOMMER DE
GENERALITES.

ON EN RESTE LA
POUR AUJOURD'HUI 2

LA PROCHAINE FOIS,
ON S'ATTAQUERA AUX
FONDAMENTAUX.

26 Qu'est-ce que l'algébre linéaire?

« RENTRE A LA
MAISON>$? »

HUM... PASSE-LUI
MON BONJOUR !




p

LES FONDAMENTAUX




VOUS DEVEZ
b, | MAITRISER
@ /Les BASES!

i 2 APRES LES POMPES,
R JE VEUX QUE TU
TRAVAILLES
TES JAMBES !
PASSE AUX FLEXIONS !
GO GO GO!

SALUT...
J'Al PENSE
QU'ON POURRAIT
COMMENCER

G-GA IRA.
REGARDE UN
PEU CE—

RENI? TU
N'AS PAS
L'AIR DANS TON

ASSIETTE...

28 Les fondamentaux



PARDON !
J’Al UN P'TIT
CREUX... EEa

BIEN S0R,
C'EST NORMAL
APRES AUTANT
D'EFFORTS.

.......

DONNE-MOI
QUELQUES
MINUTES...

TRES BIEN,
ALLONS-Y. \ =

= REGARDE
BIEN S50R, UN PEU ¢A.
PRENDS TON
TEMPS,

Chapitre 2 29



ALGEBRE
EAIR

J'Al DESSINE
LE PLAN DU COURS.

FONDAMENTAUX

VECTEURS

MATRICES

APPLICATION

LINEAIRES

AUJOURD'HUI, ON VA REVISER
LES MATHS ELEMENTAIRES QU
SERVENT EN ALGEBRE LINEAIRE.

PLAN DU cours

ON VA COMMENCER
EN DOUCEUR ET ALLER
PETIT A PETIT
VERS LES NOTIONS
PLUS ABSTRAITES, OK ?

TINQUIETE PAS,
TOUT IRA BIEN.

30 Les fondamentaux




MAIN A LA PATE

PERMUTATIONS, COMBINAISONS
ET ARRANGEMENTS

LE DILEMME DE REIJI

Lorsqu’il se rend au dojo pour son entrainement de karaté, Reiji a le temps d’écouter
3 morceaux de musique pour se mettre dans 'ambiance. Il passe en revue les chansons
qu’il posséde sur son téléphone : 7 peuvent convenir.

Toujours curieux et 'esprit en éveil, Reiji se demande de combien de manieéres il peut
faire une playlist avec 3 morceaux pris parmi les 7, en n’oubliant pas qu’il faut choisir
Pordre d’écoute. Pouvez-vous l'aider ?

ANALYSE DU PROBLEME
Reiji a trouvé deux méthodes:

— méthode 1: choisir une chanson, I'ajouter a la liste, recommencer deux fois;

— méthode 2 : choisir 3 chansons parmi les 7, choisir 'ordre d’écoute des 3 morceaux,
puis créer la liste.

Il se demande si 'une de ces méthodes lui offre un plus grand nombre de possibilités
que l'autre. Pour le savoir, faisons les calculs.

SOLUTION
Appelons A, B, C, D, E, F et G les 7 chansons possibles.
La méthode 1 donne 210 possibilités
En effet, il y a 7 choix possibles pour la premiére chanson, 6 pour la deuxiéme, 5 pour

la troisieme, et 7x 6 x5 =7 x 30 = 210.

Dans la méthode 2, il y a 35 facons de choisir 3 morceaux parmi 7

ABCDEFG ABCDEFG ABCDEFG
1 X X X 16 X X X 26 X X X
2 XX X 17 XX X 27 XX X
3 xx X 18 X X X 28 X X X
4 xx X 19 X X X 29 X XX
5 X X X 20 X XX 30 X X X
6 x xx 21 X X X 31 X X X
7 x x x 22 X X X
8 x x X 23 X X X 32 XXX
9 x x X 24 X X X 33 XX X
10 x X X 25 X X X 34 X XX
13 X X X
14 X X X
15 x X X

Chapitre 2
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INTRODUCTION AUX MATRICES




|

\,,

(IEICERARLATRIRC
U

\\H\IHH(HHHW'

I

|

Y

URINO !

NUTILISE PAS QUE &
TES MAINS.

y

METS

N\~ AN

>
=3
’

Z__ TONPOIDS | _

TOUT

I‘

ossU !

QUL

RENONCERAIT

TOUT DE
SUITE...

JE PENSAIS

IL FAUT CROIRE
QUE JAVAIS

66

Introduction aux matrices




TU DOIS ETRE
VRAIMENT FATIGUE
APRES TOUS CES
\ EFFORTS !

WOUAAAH... !
MAIS...
JE NE PEUX
PAS MANGER
QUELQUE
CHOSE
D'AUSS| BEAU !

HE HE, NE DIS PAS
DE BETISES.

JE NE SAIS PAS
QUOI DIRE... MERCI !

MISA,
VRAIMENT...
MERCI.

CE NEST
RIEN.

Chapitre 3 67



\\\ . N \\ :\‘ .

JE ME SENS
BEAUCOUP MIEUX
MAINTENANT.
TUES PRETEA &
COMMENCER ?

oul,
ALLONS-Y.

AUJOURD'HUI,
NOUS

PARLERONS

DES MATRICES.

ET JAIMERAIS
VRAIMENT PASSER

DU TEMPS SUR CE
SUJET CAR ELLES
APFPARAISSENT

- | TRES SOUVENT EN

APPLICATIONS
LINEAIRES

VALEURS PROP;

— “”i\AL@\‘\EBRE LINEAIRE.

] VECTEURS PROPR

LE DEBUT NE
DEVRAIT PAS

TE POSER DE
PROBLEME.

MAIS A LA FIN JE
PARLERAI UN PEU
DES MATRICES
INVERSES,

ET CE NEST PAS
S| SIMPLE.

QU'EST-CE QU'UNE
MATRICE 2

UNE MATRICE EST
UN ENSEMBLE DE
NOMBRES DISPOSES
EN m LIGNES
ET n COLONNES,
ENTOURE DE
PARENTHESES,
COMME CECI.

coL.1 colL.z coL. n
uenet [ An Qe A
uenez | Qo QA2 QA2
vene m \ Qi Qme Qo

CEUX-LA
S'APPELLENT

\ITES /ND/CEf/

68

Introduction aux matrices
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PLUS DE MATRICES




MATRICES INVERSES

LES MATRICES
INVERSES ONT
DE NOMBREUSES
APPLICATIONS.

/ ON COMPRENDRA LEUR
IMPORTANCE GRACE
AUX EXEMPLES.

MAIS COMMENCONS
PAR LA DEFINITION.

© MATRICES INVERSES

Deux matrices sont inverses I'une de 1'autre si leur produit est la matrice identité.

Ainsi, la matrice | ' "2 | et la matrice sont inverses si
x21 xZZ 3 4
1 2| x X 1 0 X X 1 2 1
{ 11 12| — [ ] ou si 11 12 } — [
3 4 lx, Xy 0 1 X, Xy (3 4 0

Sil'une de ces égalités est vraie, l'autre I'est aussi.
Une matrice est inversible s'il existe une matrice dont elle est I'inverse.

Une matrice inversible n'a qu'un seul inverse.

!

Plus de matrices




ET VOILA, TU N'AVAIS PAS PARLE NE TINQUIETE PAS,
C'EST TOUT. D'EXEMPLES 2 CE N'ETAIT QUE LA

DEFINITION !

ON A DEJA TERMINE ?

JE VAIS TAPPRENDRE
A DETERMINER S|
UNE MATRICE POSSEDE
OU NON UN INVERSE.

COMME C'EST UNE
NOTION IMPORTANTE,
J'Al PENSE QU'ON
POURRAIT DETAILLER
LONGUEMENT

ET COMMENT
UN EXEMPLE.

LE CALCULER.

PARTI.

ON SE LANCE ? ~ ; R

S
i
i
S

Chapitre 4 89



CALCULER UNE MATRICE INVERSE

>

LA METHODE DES
COFACTEURS NECESSITE
DES CALCULS QUI PEUVENT
VITE DEVENIR FASTIDIEUX...

IL Y A PRINCIPALEMENT
DEUX FAGONS DE CALCULER
L'INVERSE D'UNE MATRICE :
FAR LES COFACTEURS ET
PAR LE PIVOT PE GAUSS.

IGNORE-LA TANT QUE
TU N'EN AS PAS BESOIN
POUR UN EXAMEN.

EN REVANCHE,
LE PIVOT DE
GAUSS EST

SIMPLE A
COMPRENDRE
ETA
APPLIQUER.

C'EST AUSSI
SIMPLE QUE
DE PASSER
LE BALAI [

A

DE TOUTE FAGON,
JE NE PARLERAI PAS
DES COFACTEURS
AUJOURD'HUI.

COMPRIS.

LE PIVOT DE
GAUSS SERT AUSSI
A RESOUDRE
DES SYSTEMES

LINEAIRES.

VOYONS CELA.

DU BALAYAGE » : EN EFFET, LE PRINCIPE EST DE
COMME 51 ON AVAIT BALAYE DES COEFFICIENTS.

* LE TERME JAPONAIS POUR PIVOT DE GAUSS EST HAKIPASHIHOU, « METHODE

FAIRE APPARAITRE DES ZEROS




P PROBLEME

Résoudre le systéme d'équations suivant:

3x,+ 1x, =1 GARDE
~ UN CEIL SUR
lx, +2x,=0 LA COLONNE

DE GAUCHE
POUR BIEN
SUIVRE.

E=EED

2 LA METHODE USUELLE
AR oo B ezl ECRITE AVEC DES MATRIC
3x, +1x,=1
lx, +2x,=0 3 1% — 1 3 1 1
L ) 1 2)x, 0 1 2 0
Multiplier par 2 I'équation du haut.
6. 2-'. 2 “. —
x, + 2x, =
{ 1xi + gx: =0 6 2| x _ 2 6 2 iy
Soustraire I'équation du bas a celle 1 2% 0 1 2 0
du haut.
4 14 1 4
5x, + 0x, =2
1x, +2x,=0 5 0 x _ 2 5 0
Multiplier par 5 1'équation du bas. 1 %2 1 2 0
4 femomen) 3
5x, + Ox,=2 BALAYER.
Bx, + 10x,= 0 [ 5 0 x| _ 0
Soustraire 1'équation du haut a celle 5 10 Xy 10 0
du bas.
u bas ‘._ ‘..
S5x, + Ox,= 2
Ox, + 10x, = —2 5 0 x| _ ()
Diviser I'équation du haut par 5 et 0 100t % 10 -2
celle du bas par 10.
1x +‘(:c. -2 2
! T 5 [ 1 0 x 5
Oxl+1x2=—% 0 1) % - _l
Terminé ! 5
ou, eT
DONC ON FAIT LES L'OBJECTIF
CALCULS USUELS, EsT DB
MAIS ON LES ECRIT TRANSFORMER
CETTE PARTIE
S0US FORME IC) EN UNE
MATRICIELLE ? MATRICE
IDENTITE.
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CALCULER ET UTILISER
DES DETERMINANTS

CALCULER UN DETERMINANT GRACE AUX COFACTEURS

Le déterminant d’'une matrice peut s’obtenir en calculant des déterminants de ma-
trices plus petites. Le mineur A; j d'une matrice A & l'indice (i, j) est le déterminant de
la matrice qui se déduit de A en enlevant sa ligne i et sa colonne j. Par exemple :

1 0 O 1 0 O 1 0
si A:( 1 1 —1) alors Agjs :det( o d D) = ‘_2 0’
-2 0 3 -2 0 O
Le cofacteur a 'indice (i, ) est C; ; = (-1)*7 A; ;. Le résultat important est que le déter-
minant de A est égal &4 la somme des a; ;C; ; le long de n'importe quelle ligne ou colonne
de A. Par exemple, développons detA le long de la premiére colonne :

O o O 0o o0 o 0 o0 0
detA=1x |0 1 -1 - 1x|O0 O O + (-2x|0 1 -1
0o o0 3 0 0 3 O O O
] -1 0 o 20 0
0 3 0 3 1 -1
=[1x3-0x(-1)] - [0x3-0x0] - 2[0x(-1)—-1x0]
detA =3

Si on observe la matrice A, on constate que c’est plutot le long de la premiére ligne
qu’il est judicieux de développer detA puisque les coefficients a1 2 et a1 3 sont nuls:

1 -1
0 3
On peut calculer ce déterminant 2 x 2 par la formule usuelle des déterminants 2 x 2, mais

aussi en le développant par rapport a la premiére colonne, ce qui fournit le résultat sans
aucun calcul.

detA=1x =3

Remarquons que cette construction récursive des déterminants permet de retrouver
les formules pour les matrices 2 x 2 et 3 x 3 sans faire intervenir les permutations :

a b O O )

. d‘:ax 0 d‘ ex |5 D' = ad-cb

a b ¢ O 0O O 0O b ¢ 0O b ¢

d e fl=ax|0 e f| - dx|O O O + gx|O e f

g h i O h i O h i O O O
=alei—hf)-dbi—hc)+g(bf —ec)
=aei+bfg+cdh—gec—hfa—-idb (régle de Sarrus)

1o Plus de matrices
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ENCORE
UNE
MINUTE !

i
e

S
g
R

s

TU PEUX W
FAIRE MIEUX
QUE ¢A! .

A\

GA SUFFIT

POUR

AUJOURD'HUI.

SUPER !
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Introduction aux vecteurs

EN...
ENCORE !




JE PEUX EN
FAIRE PLUS !

TU TIENS
A PEINE
DEBOUT !

RIEN QU'UNE
SERIE DE PLUS !

JE NE SUIS PAS
ENCORE DEVENU

ASSEZ FORT!
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PLUS DE VECTEURS

LS
FORMENT
UNE BASE.

> ABSOLUMENT.
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oul, UNE J,
BASE !
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SOMMES
LINEAIREMENT
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INDEPENDANTS !




BIEN,

PASSONS A
L'INDEPENDANCE
LINEAIRE ET
AUX BASES.

LES DEUX NOTIONS SE
RESSEMBLENT...

MAIS IL NE
FAUT PAS LES
CONFONDRE,
D'ACCORD 7

ET 51 ON
COMMENCGAIT
PAR UN PETIT QUIZ 2

(NP PROBLEME 1

Trouver des constantes c, et c,
qui vérifient 'équation :

PREMIERE
QUESTION.
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¢, =0
QUAND IL N'Y A QU'UNE ¢, =0
SEULE SOLUTION
c,=0
A L'EQUATION
O all 12 1n
(:) =G az:l te Al C, .
0 a a a

ON NE
REVIENT
JAMAIS A
L'ORIGINE..

X
INDEPENDANCE LINEAIRE

ON DIT QUE LES VECTEURS

QUAND IL Y A D'AUTRES
SOLUTIONS QUE

c. =

TRAVAILLE TOUS
ENSEMBLE,
ON PEUT

REVENIR A
L'ORIGINE !

X

DEPENDANCE LINEAIRE

T

ON DIT QUE LES VECTEURS

11 12 1n 11 alZ 1n
Tl % e | A =
am] amZ amn aml amZ amn
SONT LINEAIREMENT SONT LINEAIREMENT
INDEPENDANTS. DEPENDANTS.
UNE FAMILLE UNE FAMILLE
DE VECTEURS DE VECTEURS
LINEAIREMENT LINEAIREMENT
INDEPENDANTS EST DEPENDANTS EST
DITE LIBRE... DITE L/EE...
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PRODUITS DE VECTEURS

Au lycée, on travaille souvent dans «le plan » vu comme un ensemble de points, muni

-y , —(0 oy — —
d’un repére composé d’'une origine O et de deux vecteurs 1 (O) et J (1) La famille (7, )

est orthogonale car s 7 =0, et normée car |7 || = ||7|| =1; on dit qu’elle est orthonor-
mée. Tout point du plan est alors déterminé par son abscisse et son ordonnée :
y
7 - =
L e *M(4)=O+7l +47

(0] 7 7

X
Cependant, on peut aussi munir le plan d’'un repére «tordu », avec des vecteurs non
orthogonaux et de normes différentes, tant que ces vecteurs sont linéairement indépen-

1. N — . =, — )
dants. Considérons par exemple le repére (O;u,v) ou u et v ont pour coordonnées

3 1 - =
( )et (2) dans le repeére (O; 1, j):

1
y
2 - =
//4M(1):O+2u+v
2****7"/// /
! 2
- ‘ u
TR A ‘
o 7 3 x

7
4
bien au méme puisque 2% + v =237 + J)+(7 +27) =77 +47.

— 2 — —
Le point M a pour coordonnées ( ) dans (O; ¢, j)et (1) dans (O; u, v), ce qui revient
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7

APPLICATIONS LINEAIRES

Qv Qi - Qin
( Q2 --~a?n

drm blrnz--.- G:nn




UN TOURNOI
AMICAL CONTRE
L'UNIVERSITE

NANHOU 7

DANS DEUX SEMAINES.

CEST GA!

UN TOURNOI, &
HEIN?
TIMAGINE QUE
CE SERA SANS

Quol#!

\%g

EUH, SENSEI 2

CE N'EST PAS

UN PEU TOT
POUR...

L0
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i |

TES EN TRAIN PE \Y

ME DIRE CE QUE
JE DOIS FAIRE ?,

’

%

3
b2

<

OH NON ! NON !
BIEN SUR QUE
NON!




J'Al HATE DE
VOIR CE QUE
TU AS APPRIS
JusQuiicl.

\\\\\\\\\\\W/////////%

I

—

—— UN COMBAT.. ="
/

\

=

I\

7

ARRETE DE
RAISONNER
COMME GA!

IL ME DONNE =

JE DOIS
FAIRE DE
MON MIEUX.
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QU'EST-CE QUUNE |
> NOUS SOMMES
APPLICATION L|AIZE 7 ENFIN Azka\ég PLAN DU COURS

AUX APPLICATIONS
LINEAIRES !

FONDAMENTAUX

VECTEURS

MATRICES

VALEURS PROPRES ET |\
VECTEURS PROPRES |

APPLICATIONS
LINEAIRES

SRR

COMMENGONS PAR
LA DEFINITION. |

TRES BIEN.

APPLICATIONS LINEAIRES
ON A ABORDE

LE SUJET AU Une fonction f d'un ensemble X dans un ensemble Y est une
CHAPITRE 2. application linéaire de X dans Y si elle satisfait les deux conditions
suivantes pour tous x; et x; dans X et pour tout réel c :

O f(x)+ flx) = flx, + x)
® flcx) = cf(x)

APPLIQUONS
CETTE
DEFINITION
AVEC R".
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MAIN A LA PATE

RELATIONS ET ENSEMBLES
REMARQUABLES

APPLICATIONS LINEAIRES ET MATRICES

Applications linéaires et matrices sont des objets trés différents: on a d’'un c6té des
fonctions vérifiant certaines regles, et de 'autre des tableaux de nombres. Pourtant,
le lien entre les deux est si fort que bien souvent, on emploie indifféremment I'un ou
Pautre. Commencons par voir comment et pourquoi associer une matrice & une applica-
tion linéaire.

D'UNE APPLICATION LINEAIRE A SA MATRICE

Dans le plan R2, considérons la similitude s de
rapport V2 et d’angle 45° : c’est la composée de la
rotation (de centre O) d’angle 45° et de ’homothé-
tie de rapport v'2. Géométriquement, on voit que

{S(T)=T+7

s(H=-7T+7

Traduisons-le avec des coordonnées :

lol)=G) <« <(3)-(%)

Prenons maintenant un vecteur x quelconque du plan. On sait qu’il existe un unique
couple (a,b) e R2 tel que ¥ =a 7 +b 7 car (7', ]) est une base de R?. Pour calculer I'image
de x par s, on utilise la linéarité de s

s(X)=s(a7 +b7)=as(V)+bs(7)

. . all _ (1 -1
soit, avec des coordonnées, s ((b)) =a (1) +b ( 1 )

1
I'image par s d’un vecteur quelconque, il suffit de multiplier ses coordonnées par ces
vecteurs et d’additionner. Au lieu d’associer s a la liste de ces deux vecteurs, on peut
réunir ces derniers dans une matrice M(s) dont ils sont les colonnes :

wo-[l )

1 . N
On constate que les vecteurs (1) et ( caractérisent complétement s : pour calculer

194 Applications linéaires
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L'UNIVERSITE
NANHOU !

* PREPAREZ-VOUS

Valeurs propres et vecteurs propres
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DESOLEE MON FRERE A DIT
POUR LE QUE TU T'ETAIS
COMBAT... QUAND MEME

BIEN BATTU.
C )

NE T'EN
FAIS PAS.

TU FERAS MIEUX
LA PROCHAINE
FOIS.

PARDON !
TU AS TOUT A FAIT
RAISON !

PLEURNICHER NE
MENE A RIEN.
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BREF...
AUJOURD'HUI,

ET JE PENSAIS ABORDER
LES VALEURS PROPRES ET
LES VECTEURS PROPRES. /

C'EST NOTRE
DERNIERE LECON.

e

. R

1 Sy

: lﬂllmﬂé[ﬂﬁllﬂulmmn.,,”"mmu" ‘ R S
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" OK, TOUT ME VA!
JE 5UIS PRETE !

LVETUDE DES
VALEURS PROPRES ET DES
VECTEURS PROPRES
SE REVELE TRES UTILE
EN PHYSIQUE ET
EN STATISTIQUES
PAR EXEMPLE.

< UALEURS PROPRES ET |11
VECTEURS PROPRES [

1 appLIcATIONS [
il LINEAIRES [

CELA SIMPLIFIE AUSSI
GRANDEMENT CE TYPE
DE PROBLEME.

LE SUJET EST ABSTRAIT MAIS
JE VAIS ESSAYER DE LE RENDRE
AUSSI CONCRET QUE POSSIBLE.

all alQ N

ELEVER UNE
MATRICE nXxn A
LA PUISSANCE p.
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MATRICES DIAGONALISABLES

RETOUR SUR L'EXEMPLE

. 8 -3 .
Dans les pages précédentes, nous avons vu que la matrice M = (2 1 ) pouvait
-1

s'écrire sous la forme PAP™1 = (:i ;) (g (2)) (? ;) ou A est la matrice diagonale au

milieu et P est la matrice inversible dont les colonnes sont des vecteurs propres de M.
Cela semble compliqué, mais c’est tres pratique pour les multiplications ; par exemple,

M? = (PAP~1)(PAP~1)(PAP1)
=PA(P'P)A(PIP)AP!
—— =
I3 I3
=PASP!
-1
NICEn 7 0)\(3 1
1 2){o 231 2
En d’autres termes, les P"'P du milieu se simplifient et il ne reste qu’a élever la matrice
diagonale a la puissance 3, ce qui se calcule sans effort puisqu’il suffit d’élever chaque
terme de la diagonale & la puissance 3. Bien sir il faudrait calculer P! si I'on voulait
réellement connaitre Pexpression de M3, mais en pratique, pour résoudre des problémes,
ce dont on a besoin c’est Iécriture PASP~I.

Cette écriture a aussi 'avantage de donner des informations géométriques sur I'ap-
plication linéaire u de R? dans R? associée & la matrice M. Elle nous dit que pour les

vecteurs de la droite vectorielle dirigée par (?), u est une homothétie de rapport 7, et

que pour les vecteurs de la droite vectorielle dirigée par (2) elle est une homothétie
. 3) (1 . o

de rapport 2. On devine dés lors que la base ((1) , (2)) est bien adaptée a I'application

linéaire u puisque dans cette base, sa matrice est diagonale (c’est A).

En fait, si on ne vous avait donné que l'interprétation géométrique de u et demandé
d’écrire sa matrice, vous auriez peut-étre pensé a I’écrire directement dans sa base adap-
tée plutot que dans la base canonique. Bien souvent, I'enjeu de ’étude d’'une matrice est
de (re)trouver une base dans laquelle 'application linéaire associée s’écrit simplement,
c’est-a-dire une base qui respecte ses caractéristiques géométriques.

La matrice P, dans laquelle on écrit les coordonnées de la nouvelle base en fonction
des vecteurs de I'ancienne base, est une matrice de passage de la base (7,7) a la base
87 +7,7 +27); elle représente le changement de base.

Les matrices M et A, qui représentent la méme application linéaire dans deux bases
différentes, sont dites semblables. Calculer A en étudiant M, c’est diagonaliser M.
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